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0 НАИБОЛЬШИХЪ ПРОИЗВЕДЕНЯХЪ 
И НАИМЕНЬШИХЪ СУММАХЪ. 





Въ ряду доказательствь теоремъ о наибольшихъ произведе- 
няхъ и наименьшихъ суммахъ не посл6днее м$сто принадлежит 
тому, которое основано на способЪ заключетя отъ п къ п -| 1. 

Болфе того, употребляя этотъ способъ, можно сдфлать до- 
`стояемъ элементарной алгебры весьма оби1я соображеня о наи- 
меньшихъ суммахъ. Въ виду этого рВчь о наибольшихъ произ- 
веден1яхъ и наименьшихъ суммахъ, основанную на заключен1и оть 
п къ п -- 1, должно считать умФетною. 

Мы начнемъ эту р$чь изложенемъ извфетныхь уже теоремъ 
и закончимъ ее теоремой, которая въ элементарныхъ руковод- 
ствахъ, сколько намъ извЪетно, еще не трактовалась. 

Теорема 1. Произведене н%еколькихъ множителей, сумма 
которыхъ естьвеличина постоянная, достигаетъ наибольшаго значеныс 
въ томъ случаЪ, когда эти множители дфлаются равными между. 
собою. Докажемъ эту теорему сначала для случая двухть ( 5 
телей. Пусть а будеть данная постоянная величина, а & 
положительныя числа, удовлетворяющая условию 

я Гу = а. 
Произведене ху можно представить въ видЪ 


уноки- 
р 





2 
пу а (6% 


4 


и 24 6 


| а 5 
Видимъ отсюда, что при изм$нент х отъ О до — произведен1е 


2 
: а? а 
ху увеличивается оть 0 до —т, & при изм$нен1и х оть —5- доа, 
а? а? 
оно уменьшается оть р о 0. Это значить, что ыЕ есть . наи- 


большее значене произведенйя ху и получается оно въ томъ слу- 
ча, когда 


Такимъ образомъ теорема для случая двухъ множителей до- 
казана. Допустимъ теперь, что она справедлива для и — 1 мно- 
жителей и докажемъ, что она остается справедливою и въ томъ 
случа, когда число множителей будетъ п. 

Пусть ®, у, з.... Ё будуть п положительныхъ чисель, удо- 
влетворяющихъ услов1ю 


утз-+.... += 


Соглаено допущен! ю, произведен!е 


уз... 
увеличивается, если п — 1 неравныхъ множителей у, $....6 
которыхъ сумма у 3 -+-....-Ь будуть замфнены равны- 
ми, которыхъ сумма та же, именно р 


у... - ах. 


ПослЪ этой замфны вмЪсто произведевя хуз...{ получимъ 
и 


гда для краткости положено 


а—х : 
ж = —_., о 
} п — 1 5% 
< 
©’ 
Замфнивъ въ призведен!и х.х,” ' п — 1 неравныхъ р 


равными, им6ющими ту же сумму, получимъ 


1 тит," 1, о > 

тд положено 

и 0” 
ТВ 


5 УЖ 
2 


И “оу 





т. 


у 


Произведен1е х,.х,”_! болыше произведеня х.х,"” и въ свою 
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очередь можетъ быть увеличено посредствомъ зам$ны п — 1 не- 
равныхъ множителей равными. Замфняя такимъ образомъ про- 
изведен1е произведенемъ, послЪ (й-|-1)-ой замЪны найдемъ 
п—1. 
К 1 


т: -- (@ — 2)5, 
Е. 11 


х 


гдБ положено 





Же — 


Теперь должно отыскать пред$льное состоян1е -произведеня 
я—1 
2, . а 
при № = о5>, ибо это состояше и есть искомый шахииит. 


Представимъ уравнен!е (1) вЪ видЪ 
(1 — п) (44 — 5%) = 2 — 
и умножимъ каждую его часть на (1—п)® , получаемт, 
(1 — пу (ада — 2) = (1 — п)" (2, — 9%). 
Это равенство показываеть, что выражен1е 
(Е — ме (а, — 9) 


не измфняеть своей величины съ измВненлемъ №. Поэтому оно 
при всякомъ /* обладаеть тфмъ самымъ значен1емъ, какое ему при- 
личествуеть при А = 1. Сл$довательно 


(1 — ва — 2%) = (1 — в) (®, — 2) | 
Выражая х, и х, черезъ х, получаемъ 
(1 — пены — 24) = п, — а 


вслфдетв1е чего 


пх — а ЗУ 


Но а 


- 2 >\ 
Посредствомъ этого равенства ‘можно выразить ху и. 


: и. У 
ныя величины: стоитъЪ только положить посл довательно — 
К — 
№\ 


В В.Е, А 
м. 


. = и 
и сложить полученные результаты. Но есть возможность обойтись 
.- У 
безъ этихъ вычислеюй. Равенство (2) показываеть, что разность 
114. —= 2, уменьшается по мФрЪ увеличешя Ё и при Ё = © д%- 
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лается равною нулю. Это заключене ‘остается справедливымъ 
и для того случая, когда‘ их — а = 0, ибо’ тогда’ разность 
ть, — 2, при всякомъ Ё должна равняться нулю. И такъ для 


воЪхъ случаевъ им$емъ 
Ют(т,1 — 2.) =`0, или @пх,}, = тя, . 


Видимь отсюда, что предлъ произведен1я 
а 
бт 
при А = со выразится формулой 
(т, )", 


гд$ всф п множителей равны между собою. Эта формула и есть 
искомый тахпаиш произведен1я п множителей, сумма которыхъ 
постоянна. 

Такимъ образомъ теорема, предположенная справедливою 
для п — 1 множителей, оказывается имбющею мЪсто и въ случа 
п множителей. Но для случая двухъ множителей‘ теорема была, 
доказана непосредственно. Отсюда заключаемъ, что она всегда 
справедлива. 


Теорема 2. Сумма нфсколькихъ положительныхъ слагаемых, 
произведен1екоторыхъ есть величина постоянная, достигаетънаимень- 
птаго значен1я въ томъ случаЪ, когда слагаемыя. эти дфлаются 
равными между собою. 

Докажемъ эту теорему сначала для случая двухъ слагаемыхъ. 
Данную постоянную величину означимъ черезь а, а перем$нные 
множители черезъ хи у; будемъ имфть 


ху = а. 
Сумма 5 -- у достигаеть наименьшаго значен1я одновременно съ 
2 112 ет ^^ 
(2 -- у), при этомъ «У 


(х - у)? = 42| (1 — у)» иаи (2 -- у) = 44 — (® —8* 
Правая часть, & вмфетЪ съ т$мъ и ифвая доетигаетъ нйуменьша- 
го значен1я при х = 9. Поэтому пшиаат суммы Ну бсущест- 
вляется при | ь 

о 


- р ый м 


`. 





хе 
у 
Такимъ образомъ теорема для случая к аа доказа- 
на. Предположимъ теперь, что она справедлива для п — 1 сла- 
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гаемыхъ и докажемъ, что она’ остается справедливою И въ томъ 
случа, когда число слагаемыхъ д$лается п. 
Пусть 2, у 3....4,  будеть п положительныхъ чиселъ, 
удовлетворяющихъ услов1ю 
25..,. Ш = @. 


Согласно допущен1ю, сумма 


ву в)... Ьн 
уменьшается, если п -- 1 неравныхъ слагаемых’ь 9, ОР 5 4, М 


произведене которыхъ 13....Ш, замнимъ равными, имфющими 10+ 
же произведене, именно 


ЗиД = в: 
у и = 
ПослЪ ‘этой замВны вмФото суммы х уз... фи-# 
получимъ 
. © -- (® — Па, 


гдЪ для краткости положено 


й г. 4 
Пр — 
у х 


Замфнивъ въ суммЪ х -- (п — 1х, п — 1 неравныхь слагае- 
мыхъ равными, им$ющими то же произведенше, получимъ 

д + ®— 105, 
гд$. положено 


п—1 
х, = У аа 





1—2 


Сумма х, -— (п — 1)х, меньше ‘суммы х -|- (п — Па и вь свою 
очередь можетъ быть уменьшена посредствомъ замЪны п — 1 не- 
равныхъ слагаемыхъ равными, имфющими то же произведеше._ 
Замфняя такимъ обзазомъ сумму суммою, посл (к | П)-й зам БР” 
найдемъ 

т, ®-= Шт, 
гдЪ положено 





п-=1 





Намъ предстоитъь найти предЪль 


ть -- (п — Па 
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при К = <. Сьъ этою цфлью возвышаемъ каждую часть уравне- 
н1я (8) въ степень и.— 1 и представляемъ его’ въ ‘видЪ 


(== = ть 
7% я 


Снова возвышая каждую часть въ степень (1 — и), получаемъ 


м (аут 
т, в И 


Это равенство показываетъ, что выражен!е 


жа \а— 
ту 


не измфняетъь своей величины съ измфненемъ К. Поэтому оно 
при всякомъ Ё обладаеть тфмъ самымъ значенемъ, какое ему 
приличествуеть при К = 1. Сл$довательно 


2ьн \@—“"_ РБ» 
ту м . 


что можно представить въ такомъ видЪ 








Ту > а-я 

А м (= :) : 
Это равенство показываетъ, что при Ё = оо, т —=1 или 
тк, = @тх,. Видимъ отсюда, что пред$льное состоян1е 
суммы 

с, -- (® — Юты 
выражается формулой 
пт х, , «У 


(А 


гдЪ всБ п слагаемыхъ равны между собою. Это и есть ис я 
шиитиш суммы п слагаемыхъ, произведен1е которыхъ о дан- 
ной величинЪ. 149” 

Такимъ образомъ теорема, предположенная о @праведливою 
для случая п — 1 слагаемыхъ, оказывается им щек место и для 
п слатаемыхъ. Но для случая двухъ слага ое теорема была 
оправдана непосредственно. Отсюда заключаемъ, что она всегда 
справедлива. 
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ЕЕ 


Задача 1. Найти тахишлий и аи суммы 2 -- 9, по- 
лагая, что К цВлое положительное число больше 1, а перем$нныя 
хи у связаны между собою уравненемъ 


ах -- бу = с, 
гдъ а, ь, с положительныя постоянныя величины не равныя нулю. 
Будемъ искать сначала шахпиаш. Пусть оно осуществляет- 
ся при , 
ОИ 9) = 8. 


Въ такомъ случаЪ 
же < а +В 
о ео 


Это неравенство можно предетавить въ слвдующемъ вид 


или 





(ада па. Ну В) (у НИЕ. < 0 
Пусть х = © == в, тогда 
аЕ 
у=Вв = ата 


и предыдущее неравенство по раздфлен!и на положительное число 
= приводится къ виду 


Ной ана ОЕ ЕВ. о 


Это неравенство должно оставаться справедливымъ при’ всякомъ 
= какъ угодно близкомъ къ нулю, а потому и при = 0. Но при 
= = О имфемъ 

х=оа у=В 


и вмЗстЪ съ тБмъ предыдущее неравенство приводится къ виду 


`В а 

Вий 

о. 0 5 

их __ 

= = О 
Въ этомъ неравенств можно удержать любой изъ Явухъ _ 
о >> $ 
знаковъ -= и оно должно удовлетворяться. Отсюда слдувуь, ‘что 


числа % и В должны удовлетворить услов!ю 


ай—1 и 


д 
При помощи сужденйй совершенно подобныхъ сейчасъ изло- 


женнымъ легко убЪдиться, что этому самому ‘услов!ю. удовлетво- 





, Ч 
ай р — 0. или 
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ряютъ и тЪ числа, при которыхъ осуществляется папа пуммые 
2 
У. 
Установимъ теперь признакъ, по которому можно’ было бы 
7 


отличить максимумъ отъ минимума. 
Неравенство (4), которымъ характеризуется шахииат, можно 


представить въ слВдующемъ видЪ: 
Е. и — а &— —1 
Рае р ай рой от уу... ЕО 
Сложимъ это неравенство съ тождествомъ 
А &— в РАЙ 2 — &— ви- 
НЕ (о -....Ё м === -@ ЕВ... 8" *), 


будемъ имЪть 


— [2 ыы Е —- (ай- ай)... РА (р ва *) 
о а 


Это неравенство остается тождественнымъ себЪ посл умножен!я 
с Ал |3 м ГИ = 

лЪвой его части на — — = | и правой на =. =1 

д Г в у 


Произведя умножен!е и раздЗливъь каждую часть на &, по- 
лучимъ 


А—1 


т ка, ой! -? ай—? 


в. а с 


ген ©, ! я — “ 


а? 1 ВА > 
я = т. + _ оощеий-ы 











ь ув у—В 


Это неравенство должно имЪть мЪото и въ предфлЪ; елВдо- 


вательно 
р ь Г р < 
к < — кВ *? идиа + ве < 0. с оу 
С 
Е ©» 
Этимъ неравенствомъ’ характеризуется шахипиат. По та» 
кихъ же сужден!й можно было, бы убЪфдиться, что мийнаиш . ха- 


рактеризуется неравенствомъ > 


р 
о) 


5) 525 
1 Ч А __ 
а - и? > 0.55 


Такимъ образомъ числа я и В осуществляють или тахипит или 
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инпниит суммы х* -- 9 емотря по тому, для какого изъ двухъ 
знаковъ удовлетворяется неравенство 


би 
о а. 0 ур у — 


Зам$тимъ по поводу этого неравенства, что лфвая его часть не 
можетъ быть нулемъ, ибо если одновременно 


И и Фа Е Ао 
не ей 
то неизбЪжно 
ва —- БВ. — 0, 
что противорфчитъ ‘условю 
ша = 
гдВ с не нуль. 

Если К четное число, то неравенство (5) удовлетворяетя толь- 
ко для нижняго знака и отсюда слдуетъ, что при К четномъ сум- 
ма 2” -+- у" не имфеть максимума, но имфеть только минимумъ. 

При Ё нечетномъ неравенство (5) можно представить въ видЪ 

9—1 1 


а с: аа 


А—1 1 


+ 850 





или 
ай ео 
д рол 


Очевидно, что это неравенство равносильно неравенству 


(1 — 0. 
Отсюда слдуетъ, что если при Ё четномъ числа х и В имЪютъ 


одинак1е знаки (оба положительны); то сумма 2“ Ч- у‘ допус- 
каеть шипит, а если разные, то она пр1обрЪтаеть м 





Задача 2. Найти шахшпаш и шшиоаш суммы ях ка. 
при услови ах -- Бу == се. Эта задача р$шается подобно ‚ареды- 
дущей. Оказывается, что шахполт и шшипат осуществляются 
для тБхЪ значен1й а, которыя удовлетворяютъ и У” 








оля РЕЖЕ $ 
а Ь а. 
АС 


Признакомъ, по которому можно отличить наибольшее со- 
стоян1е оть наименьшаго, служитъ неравенство : 


2 
Ё К 
ВЫ 
и Е 0 
Для максимума оно должно удовлетворяться съ верхнимъ зна- 
комъ, для минимума’ съ нижнимъ. 


Теорема 3. Если перем нныя х,, х,,....\*, 1) м, связаны 


ее: 


между собою уравнешемъ 
а, “= а Ро. на ах, = 6, 
то сумма 


В о 


гдф А четное положительное число, пр1обр$таеть минимумъ для 
тЪхь значений х, которыя удовлетворять условямъ 


р &—1 &—1 
1 ны ме Е я т: и о 
а, а. Ча > @ 1 Чт 


Допустимъ, что эта теорема уже доказана для случая п—1 пере- 
м$нныхъ. Въ такомъ случа, разумЪя подъ х, постоянную вели- 
чину, безъ труда можно найти шшипиш суммы 
А А К в 
2 ЕЯ ‘я г Фа ая 
гдВ перемВнныя связаны между собою уравненемъ: 
ах, | бо. а 18 = ВБ — ах, 
Этоть шшииают осуществляется для тЪхъ значен!й перем®н- 
ныхъ, которыя удовлетворяютъ услов1ямъ 


&—1 ЕЯ 1 
2, ы т. =. В ке. 
Л пав ной 


Эти уравнен1я вол дств!е того, что & четное число будуть равно- 
сильны уравнешямъ 


т 1. 
—г = 

#1 &—1 

а, а, 





Каждое изъ этихъ отношен!й равно 


ах аж - .... Рот 
" у -;— наи 
#—1 1 &—1 
а — а, в 











Потому можно написать 


и т. 5, У 
Свииио о Мб 0 


& 1 1 Е ЕВ 
а, а у а с Г 





гд$ для краткости положено 


й НХ р: к 
1 &—1 &—1 
с == а, та Е АН 
Посредетвомъ этихъ уравнен!й: можно. получить 


® ® [ А 
5, + < ее заян и ар ЭРиЗае 


Таково наименьшее значен1е суммы 


р р А 
а бе 2 


при данномъ х,. Поэтому наименьшее значен1е суммы 
Г: А [ [ 
до а о... ох 
п—1 п 
при томъ же значен!и х, будетъ 
у К ее Ры 
у той 
гдЪ между у и х, существуеть зависимость 


су — ам, — В 


вл: & А [ 
Для р®шеня задачи остается найти минимумъ суммы у — и 


Уже извЪстно, что этоть минимумъ осуществляется для тВхЪ зи8>. 





© 
чен!й х, и у, которыя удовлетворяютъ уравнен1ямъ р. 
#—1 &—1 е 50 
о к ©) 
И < 
ИТТ. хо 
с а, \&а- 
°\\ 
. Со 
Отеюда, принявъ во вниман1е формулы © 
&—1 &—1 ВСУ 1 
т т. в—1 У у 


— =... — == ) 


а: [1 @ 1 с 
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находимъ 
р &—1 я И &—1 1 
1 ды. 2 т и п 
КЕ сои. АИК С 


Таковы услов!я, которыми опредфляетея минимумъ суммы 


А А [: [ 
а с АРУ ‘С 
я 7 п п 


я 
Мы видимъ, что теорема, предположенная справедливою для и—1 
перемЪнныхъ, оправдывается и для случая п перемфнныхъ. От- 
сюда заключаемъ, что она справедлива для всякаго числа пере- 
м$нныхъ, ибо непосредственно была обнаружена для п = 2, 

Примьчаме. Доказанная’ теорема будетъ имфть мЗсто и для 
нечетныхъ значен!й ц$лаго положительнаго й, если введемъ огра- 
ничен!е, по которому перемфнныя х,, х,, %,.... 1, при всЪхъ 
своихъ измфнен1яхъ должны оставаться положительными, 

Теорема 4. Если перем$нныя х,, х,,...х, связаны между во- 
бою услотемъ 

ва о ах —6 


д 


то сумма 


-№ —А — 
и о ва, 


гдВ К четное положительное число, достигаеть ‘минимума для тВхъ 
значен!й перемЁнныхъ, которыя удовлетворяютъ условямъ, 


——1 = 1 — -1 
2, о х 





а 45 а 


Эта теорема доказывается такъ же, какъ и предыдущая. Она не 
перестанетъ имЪть м%Ъсто и для нечетныхъ значенйй числа Ё, когда, 
р › 


полатаютъ, что перемнныя х,, х,... ах, при своихъ измвненя у 
“> 
:: и 
всегда остаются положительными. СУ 


Задача 3. На основани доказанныхъ теоремъ деено РЪ- 
птается задача *) объ отыскан!и максимума дроби © 
(@2 + Ш... + 5 


ие т. 
| =. 





Ия 


*) Эта задача представляеть собою обобщене задачи проф. Ермакова, 
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гдЪ п положительное или отрицательное ц®лое число. не равное 
единиц. Д’Ъйствительно, раздВляя числителя и знаменателя этой 
дроби на числителя и полагая 





© 4 5 (а 
г о. = —= ах -- у =... -- № 
т у з з 


мы приведемъ вопросъ съ отыскан!о минимума суммы 
в ‚в 
В ЕС 2 7 ие 


при условши 
ах оу + с... чи =, 


Задача 4. СлЪдуя изложенному методу, безъ труда можно 
найти шахпаат суммы 
уз... и, 
полагая, что перемВнныя связаны условемъ 
аж М-Н 6... 1 =, 
П. С. Флоровь (Тамбовъ). 





ПЛОЩАДЬ КРУГА И ДЛИНА ОКРУЖНОСТИ. 


Въ этой замЪткВ для доказательства двухъ основных тео- 
ремъ, относящихся къ площади круга и длин окружности, ука- 
зывается пр1емъ, нЪеколько отличающййся отъ твхъ, которые обы- 
кновенно употребляются въ учебникахъ геометрии. 

1. Площадь кра. Опишемъ около окружности произволь- 
ный многоугольникъ; соединивъ точки касан1я хордами, получимт, 
вписанный многоугольникъ, соотвътетвующи описанному. Пло- 
щади этихь многоугольниковъ обозна- 
чимъ черезъ Ч и 4. Обозначивъ дли. 
ны сторонъ вписаннаго многоугольни- 
ка буквами а, а, а ....и длины 
перпендикуляровъь А,В,, А.В, А.В...., 
опущенныхь на эти стороны изъ вер- 
птинъ описаннаго многоугольника, бук- 
вами №, й,, №....., будемъ имфть 


9—9 = 





ана -газй.-—.... 
2 
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Если 1 есть наибольш!й изъ перпендикуляровъь 41, 1; 1...., то 
р 
В. 


о 7 
гдф р периметръ вписаннаго многоугольника. Отсюда видимъ, 
что при увеличен!и числа сторонъ многоугольниковъ и уменьше- 
ни длины сторонъ до нуля, разность () — 4 стремится къ нулю. 
А такъ какъ между перемЪнными () и 4 всегда заключается по- 
стоянная площадь, ограниченная окружностью, то обф эти пере- 
м$нныя имфютъ обпйй предЪлъ величину площади круга. 

2. Длина окружности. Обозначивъ периметры обоихъ мно- 
гоугольниковъ буквами Р ири рад1усъ круга буквой г, раземо- 


: г # 
тримъ произведенйя Р.=. и Р.5. Первое очевидно представляеть 


5 1 
площадь описаннаго многоугольника; произведенле же В: выра- 


жаетъ площадь того вписаннаго многоугольника, который полу- 
чимъ, соединивь вершины даннаго вписаннаго многоугольника съ 
серединами соотвЪтствующихь дугь окружности (на, о: этотъь 


многоугольникъ обозначенъ пунктиромъ). Такъ’какъ р.5- > >% то 


т т 
Ра 2. < ®> 


т И 
и слфдовательно разность перем$нныхъ Р.5. и р-5. будетъ стре- 


миться къ нулю вмЪфетЪ съ разностью () — 4; а такъ какъ между 
этими перемВнными всегда заключается постоянная величина и— 
площадь круга, то эта постоянная будеть общимъ предЪломъ 
обЪфихъь перемфнныхъ. Отсюда же слЪдуетъ, что перемЪнныя 





Р ир имЪютъ общий предЪ$лъ . Этоть предЪль принимаютъь 


за мфру длины окружности. Ф. П. В, =. 


о 


РУ 


Я 


о 
©, 


РАЗНЫЯ ИЗВЪЗОТТЯ. 
и 


Днуованни Казэлли. (1815—1891). Аббаль Добовании Казэлли, 
скончавиИйся въ посл$днихъ числахъ истектаго года, родил- 
ся 925 мая ‘1815 года въ СенЪ. Образоваше свое онъ по- 
лучилъ во Флоренци, откуда переселился въ Парму. Но, вы- 
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сланный отсюда за политическую дВятельность, онъ вернулся во 
Флоренцлю, гдф и протекла большая часть его жизни и дфятель- 
ности. Зд$сь онъ всецёло предался наукамъ, въ особенности же 
изучен1ю электричества и магнетизма. Въ 1854 году онъ осно- 
валъ журналъ „(а В1стеажопе“ популярно-научнаго характера. 
Къ этому же времени и относится (1856) построен!е пантелеграфа, 
названнаго его именемъ. Приборъ этоть внослВдетв1и былъ уео- 
вершенствованъ Фроманомъ въ ПарижЪ (1857) и функцюониро- 
валъ н%Ъкоторое время (1861) между Нарижемъ и Л1ономъ и Гав- 
ромъ, а также и у насъ въ Росайи. 

Не вдаваясь въ подробное описане прибора Казэлли, что 
потребовало бы слишкомъ сложныхъ чертежей и много мЪета, 
изъяснимъ зд$сь лишь принципъ, на которомъ построены всЪ 
автографическле, электрохимическле телеграфы. Первымъ практи- 
чески пригоднымъ приборомъ изъ разряда этихъ послдвихъ 
былъ телеграфъ шотландца Ваш’а. Шантелеграфъь Казэлли яв- 
ляется лишь усовершенствованнымъ измВневемъ этого послФдня- 
го. Принципь его 
заключается въ елЪ- 
дующемъ: Слово под- 
лежащее телеграфной 
передачЪ, составля- 
ется изъ простыхъ 
металлическихъ 
буквъ а (черт. 80), которыя соединяются съ положительнымъ по- 





Фиг. 30. 


люсомъ батареи, отрицательный полюсъ которой отведенъ къ зем- 
л%. На станщи праема имЪется металлическая пластинка, нахо- 
дящаяся въ соединен!и съ землей. На этой пластинкЪ пом%- 
щается листъ бумаги, напитанной растворомъ, подлежащимъ разъ- 
ложеню. Щетка 6, состоящая изъ пяти металлическихъ пласти- 
нокъ_ и находящаяся на станщи отправленйя, соединена кабелемъ_ 
съ такой же точно щеткой 6’, находящейся на станщи приема” 
причемъ соединен1е это Е такимьъ образомъ, что первая 
пластинка щетки БР соединена съ первой же пластинкой ‘церк Б', 

вторая со второй и т. д. отд$льными кабельными прбзблоками. 
Если теперь проводить одновременно и съ равной окоростью щет- 
кой Б по металлическимъ буквамъ, а щеткой Вх . приготовлен- 
ной химическимъ образомъ бумаг, находящейся” на вышеназван- 
ной металлической пластинк®, то будетъ замыкаться токъ всяк 
разъ,‘какъ одна изъ пластинокъ щетки Ь прЙдеть въ соприкос- 





_ 80. 


новен1е съ металлическими буквами. Такъ напримфръ, на на- 
шемъ- чертеж пластинка 8 щетки Б только что отошла отъ косо- 
го штриха буквы М, пластинка 4 находится какъ разъ на немъ, 
а пластинка 5 собирается, такъ сказать, прйти съ нимъ въ со- 
прикосновеше. Сообразно съ этимъ, черезъ пластинки 4 обфихъ 
щетокъ В и В’ течеть токъ, который и разлагаетъь растворъ въ 
м$етБ соприкосновен1я пластинки 4 щетки В’ съ напитанной по- 
верхностью бумаги и оставляеть, такимъ образомъ, видимый слфдъ. 
Такъ какъ описанный процессъ совершается одинаково для каж- 
дой пластинки и каждой металлической буквы, то на станши 
ир1ема и должно получиться на поверхности бумаги изображен1е 
а’ слова а. Какъ чувствительный составъ, употребляется обыкно- 
венно 1одисто-калйный клейстеръ; электрическай токъ выдЪляетъ изъ 
состава, 1одъ и окрашиваеть такимъ образомъ клейстеръ въ ф!олето- 
вый или голубой цвЪтъ. Съ такой окраской и получаются буквы. 
Надъ усовершенствованйемъ  электро-химическихъ телегра- 
фовъ трудились впосл$детвя Шлтёреръ, Сименсъ, Гинтль; сюда 
же относятся такъ называемые копируюние телеграфы Бэквелля, 
` Боннэлли и, наконецъ, пантелеграфъ Дяжловани Казэлли. 
0. Перзаменть. 





АЙ. АВА И. 


№ 286. Въ алгебр Бертрана (стр. 258) предложена слЪдую- 
щая задача: 

„Гребуется найти число, изображенное ‘четырьмя цыфрами, 
зная: 1) что цыфра сотенъ равна сумм® цыфръ единипъ и десят- 
ковъ; 2) что цыфра десятковъ равна удвоенной сумм цыфры ты- 
сячъ и ‘цыфры единицъ; 8) что частное и остатокъь отъ дВлен1я 
искомаго числа на сумму его цыфръ сотвфтственно суть 109 и 9; 
4) что разность между числомъ, изображеннымъ искомыми цыф 
ми, написанными въ обратномъ порядкВ, и искомымъ подом, 
равна 819.“ < 

Показаль, что въ этой задачЪ есть лишн1я условии что 
она могла бы быть, наприм$ръ, р$шена, принявъ —внимане 


только одно третье услов1е. И. Вонсикь (Воронежъ). 
№ 287. Р\Ёшить уравнене и 0° 
Ур 2 У 


р 





3 ит НОЕ «7 
и ж(х — 1) ео —1 
и повЪфрить рёшеше, 1. Каменев (Пермь). 
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№ 288. Мед1аны треугольника АВС продолжены до перес*- 
чен1я въ точкахъ Г, М, М съ описанной около даннаго треуголь- 
ника окружностью. Зная стороны треугольника АВС, требуется 
опред®лить стороны и площадь треугольника ПММ. 
Н. Николаевь (Пенза). 
№ 289. Дана окружность, центръ которой находится въ точ- 
кЪ 0. На даметрз АВ взята точка С, дфлящая радй1усъ АО по- 
поламъ. Черезъ точку С проведена хорда, перес$кающая окруж- 
ность въ точкахъь Ри Е. Опред$лить рад1усъ окружности, если 
извЪстно, что хорды АШ и ВЕ соотвЪтетвенно равны а и Б. 
П. Овъшниковь (Троицкъ). 
№ 290. ОпредЪлить вЪеъ р не употребляя вЪсовъ. 
А. Боиновь (Харьковъ). 





РЬШЕН!Я ЗАДАЧЪ. 





№ 169 (2 сер.). Основан1емъ тетраэдра служить треуголь- 
никъ АВС, стороны котораго ВС = а, АС =Фи АВ =. Ребра 
тетраэдра АЗ — ВС = а, 03 — АБ —=с, В = АС —6. Опре- 
дфлить объемъ тетраэдра. 

Черезъ вершины основан1я проведемъ прямыя параллельныя 
противолежащимъ сторонамъ и вершины О, Е и Е образовавша- 
гося треугольника (0, Е и Е противолежатъ соотвфтственно вер- 
шинамъ А, Ви С) соединяемь съ точкой ВБ прямыми БО, 5Е 
и БЕ. Объемъь ВАВС = '/, объема ЗОЕЕ. Въ тетраэдрф ЗОЕЕ 
боковыя ребра взаимно перпендикулярны (такъ напр. БОЮ | БЕ 
ибо кругъ, описанный въ грани ЗОЕ на д1аметрЪ ПЕ, прой- 
деть черезъ вершину 8); принимая въ тетраэдрф БОЕЕ за осно- 
ван1е грань БОЕ, получимъ для объема его формулу 





ЗО. 5Е. 52 
о 
слфдовательно объемъ ЗАВС = Зр.5Е.5Е. е 
24. с 
Изъ прямоугольныхт, треугольниковъ БОЕ, К 
имемъ & о\№ 
302 -- 88 54а 2% 
ЗЕ? + ЗЕ? — 42 “СУ 


ЗЕ? -- 80? == 46?, 
откуда находимъ ВО, `ЗЕ и ЗЕ, такъ что объемъ 
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ЗАВСО — У 26? 376? — а?) Ч 0—6) (ея) 

П. А. (Кишиневъ), П. Овьшниковь (Троицкъ): 

№ 183 (2 сер.). Доказать теорему; если вс ребра четыре- 
гранника касательны къ шару, то суммы противоположныхъ ре- 
беръ равны между собою. 

Пусть МРМБ данный четырегранникъ; А, В, С, О, ЕиЕ 
точки касан1я его реберъ съ шаромъ. Такъ какъ касательныя 
къ шару, выходянйя изъ одной и той-же точки равны между со- 
бой, то можно написать такля равенства: 

ЭВ = ВА = 5С 
МВ = МЕ = МЕ 
МР = МА = МЕ 
РО = РЕ = РС 


Складывая эти равенства находимъ 


ЭМ --»МР = М5 - РМ = 5Р + ММ. 
А. П. (Пенза), В. Росвовекая, Ё. Щилолевь (Курекъ), И. Б. (Юевъ). 


} 





№ 193 (2 сер.). Высота башни равна 120 ф., основан1е ко- 
лонны находится въ одной горизонтальной плоскости съ основа- 
н1емъ башни. Наблюдатель, псмфстивнайся на вершин башни, 
нашелъ, что углы, составленные лучами зрЪн1я къ обоимъ кон- 
цамъ колонны съ горизонтальною плоскостью были соотвЪтетвенно 
равны 60° и 80°. Найти высоту колонны. 

Назовемъ вершины башни и колонны черезь А и С, ихь 
основан1я В и П и точку вотр$чи лини АС съ землей черезъ Е. 


Изь ЛА АЕВ и СОЕ 





АВ ВЕ 
< — ТЕ . О О . . . О * (1) 
Такъ какъ вь Л АЕВ /А = 60°, то 
ВЕ = а 3. 
но АВ —= слЪдовательно ВЕ = 12073 3. © 
Изъ ДА АВЕ, въ которомъ АО Е 
Е 
т т. е. ВЕ = 'ЭВО, ОЕ = ВЕ уз 3. 
Подставляя въ (1), найдемъ СО = 80. 


Н. Николаевь (Пенза), Е. Абрамова (Житом1ръ), В. Россовская, К. Щи- 
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золевь, М. Цыбульский (Курскъ), К. Ж., И. Вонсикь (Воронежь), А. Байковь 
(Москва). Я. Тепляковь (Радомысль). 

№ 199 (2 сер.). Даны двЪ окружности, касаюпияся извнЪ 
въ точкЪ А; общая касательная къ этимъ окружностямъ касается 
ихъ въ точкахъ В и О. Показать, что радуеъ окружности, про- 
веденной черезъ точки А, В и С есть средняя пропорцональная 
между рад!усами В и г данныхъ окружностей. 

Черезъ точку А проведемъ общую касательную къ даннымъ 
окружностямъ, которая перес$четъь лин!ю ВС въ точкЗ О. 

По свойству касательныхъ 


ИВ = 62 — 


т. е. О-—центръ круга, проходящаго черезь А, Ви С, ат его 
радлуеъ. 
`По‘изв$етной творемЪ 


28 вс 


Вбханнеи “2 


ИВ 


А. П. (Пенза), В. Росвовекая, К. Щилолевь, К. Александровь (Курскъ). 
И. Вонсикь (Воронежъ), 0. Озаровская (Тифлисъ), И. Качановекй (Пермь), 
А Галтеринь (Ромны). 


№ 208 (2 сер.). Ромбъ АВСО, д1агонали котораго СА=2,4 
цм. и ОВ=1 цм. вращается около оси ММ, проходящей черезъ 
вершину остраго угла С перпендикулярно большей его д1атонали: 
ОпредБлить объемъ и поверхность происходящаго при такомъ 
вращени т$ла. 

Опуская перпендикуляры ПР ‘и ВФ на МХ, найдемъ, что 
искомый объемтъ равняется удвоенному объему прямого ‘уеВченна- 
го конуса РРАС безъ удвоеннаго ‘объема полнаго конуса СОР. 


Объемъ РОАС = ыы Ч. САХ 06 34063) АХ 


Со 
АС 
Объемъ СОР = р: а 

С 


или 





< 5 
Искомый объемъ © = Г. -- СА сб) == 


ен ЕТО 4 00)” 


пли © = 2,881 = 9,04 куб. цм, 
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Искомая поверхность, очевидно, равна удвоенной сумм 6о- 
ковыхЪ поверхностей тЪхъ же конусовъ. 
Боковая поверхность СОР = п.РО. СР. 
Боковая поверхность РОАС = п. РА(СА -|- РУ). 
Иекомая поверхность‘ з = Эл. СО(ОРР + СА) = 4*.СА.СЬ. 


Так какъ СО = У 1,2 -- 0,5* = 1,3 цм. 
то $ = 12,481 = 89,29 кв. цм. 

„В. Росвовекая, К. Щилолевь (Курскъ). А. Байковь (Москва), О. Озаров- 
ская (Тифлисъ), А. Даниловь (Казань), Я. Тепляковь (Радомысль), А. Гумин- 
ский, А Мельниковь (Троицкъ), П. Ивановь (Одесса), А. Семеновь, Н. Гоуба- 
това-Стойкова (Веронежъ), В. Отуковь (Пермь). 


№ 231 (2 сер.). Черезъ середину Г основан1я ВС равнобе- 
дреннаго треугольника АВС проведена прямая, пересВкающая 
одну изъ равныхъ сторонъ АС въ точк& М и продолжен1е другой 
АВ—въ точкё М. По даннымъ отрфзкамь ВМ = аи СМ = а!) 
требуется опредЪлить длину равныхъ сторонъ х = АВ == АС. 

Проведемъ изъ точки В прямую параллельную ММ до пере 
сВчен1я съ АС въ точкВ Р. Тогда 


МА: МВ — МА : МР 


Такъ какъ ВО = СО и ОМ параллельно ВР, то РМ=СМ=Ъ. 
Представивъ полученную пропорцио въ вид% 


(а :а= (&—Б:Ь, 


находимЪ 


П. Свтиниковь, П. 9едосьевь (Троицкъ\, 4. И. (Пенза), А. Семеновъ, 
И. Черевковь, Г. Ширинкинь, М. Ширинкинь, Улаай, И. Вонвикь (Воронежъ), 
В. Ровсовекая, В. Клевцова, Н. Щекинь. К. Щилолевь. П. Писаревь, К. Алек- 
сандровь (Курскъ), В Шидловекй (Полоцкъ), И. Боюявленекй (Шуя), А. 
Байжковь (Москва), В. Костинь (Симбирскъ), П Ивановь (Одесса), А. Гера 
невский. М. Павловь (Винница), Я. Прядкинь, Г. Соколовекай (Старобфльевь), 
А. Батухинь, В Херувимовь (Ромны), И. Бюлянкинь, М. Фридмань ] 
1. Генкинь, М. Фуенкинь (Новозыбковъ), Ч. Рыбинеми (Скопинъ)} 
ская (Тифлисъ). ЗО 
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